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Nota TI. 


Ibidem, vol. XXXI, 1896, pp. 400-408. 


I. In una Nota presentata nella scorsa seduta esposi un teorema sulla 
inversione degli integrali definiti per la cui validità basta soltanto che le fun- 
zioni che compariscono nel problema siano continue, derivabili e finite. È 
da osservare ora che in alcuni casi importanti che si presentano effettiva- 
mente in pratica quest’ultima condizione non è soddisfatta. 

Si ricordi l’importanza che riconoscemmo avere quella funzione che nella 
Nota precedente chiamammo 4 (y) e che fu supposta finita e diversa da zero. 
È appunto questa quantità che nei casi a cui ora abbiamo accennato diviene 
infinita. i 

Mi propongo quindi di svolgerli (come già annunziai nella Nota citata) 
togliendo così una limitazione alle funzioni date nel problema. 


2. Supponiamo perciò che nella formula da invertire 
A 
(1) FO) SA = f9 MH (x, y) dx 
(14 


H (x,y) divenga infinita per x = y di ordine inferiore all’unità, in modo 
che si possa porre 
G (4,9) 
(2) Hd) ee 
=a] 
in cui À < I. Questa ipotesi corrisponde evidentemente a quella in cui si 


abbia 
kx) = 00. 


Ammettiamo f (y) e f’ (y) finite e continue per y compreso fra a e a + A 
(A>o0); G(x,y),G.(x,y) = &G/èy pure finite e continue per tutti i và- 
lori di x , y compresi fra « e x + A, e si supponga maggiore di zero il limite 
inferiore dei valori assoluti di G (x, x). 

Cerchiamo di ricondurre questo caso a quello trattato nella Nota pre- 
cedente. 


3. A tal fine supponiamo che la funzione finita e continua ọ (x) soddisfi 
la (1). 

Moltiplicando ambo i membri di questa equazione per dy/(e — y} —? 
in cui a + A œz > a e integrando fra i limiti « e z, si otterrà 


x 


z y 
Sig A i disdire Ge 
[fotina 


a a 
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onde applicando il principio di DIRICHLET 


(3) fro EA ra -fx (x) PT DEE C AN dy. 


Mya) 
Poniamo 
(4) l TIOE TOCAT) 
d (z— yý 7> 
(5) n E yiose; 


allora lequazione precedente diverrà 
6) pE foL (e, 2) dx. 


Possiamo dunque concludere che, se Za funzione finita e continua ẹọ (x) 


soddisfa la (1), verificherà la (6). 


4. Dalla (4) segue, mediante una integrazione per parti, 


p= ifr Oey) dy 


quindi derivando 


TO, Ye = p bp 


Ne segue che y' (2) si mantiene finita e continua per i valori di z compresi 
fra a e a+ A. Inoltre dalla (4) si deduce 


) (a) =0. 
Si ponga nella (5) 
=(s— xju + x 
allora si avrà 
(5°) L(x ,2)= = fo, e= auka a 
(1—4) 


perciò indicando con 2, un valore compreso fra x e z risulterà 


=G (x, 2) 


sen asa 


(8) L(x,2)=G(x,2) J 


Rae a) 
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Se ne conchiude che L (x, 2) è una funzione sempre finita pei valori 
di x, z compresi fra x e a + A. Avremo poi 


L(#,2)=/()=G@;a) i 
onde, posto 


G(2,2)= (2) 


si otterrà 
(57) ‘=. 


Dalla (5) risulta pure la continuità di L è , 2). Derivando la (5°) rap- 
porto a z si ha 


® Lia, = EA = fG, (6a) u t a)(i) du 


= fG; (eia) api ce 
Ne segue che 


sen Àr 


(8°) Li (2) ATIE T pa = Gila) mid) 


in cui 2, è un valore compreso fra x e 2. 
Possiamo dunque concludere che L, (x, 2) è finita per x e z compresi 
fra x e x+ A; oltre a ciò essa è anche continua. 


5. La questione dunque di invertire la formula (6) rientra nella classe 
di problemi esaminati nella precedente Nota e si potrà concludere che vi 


è una ed una sola funzione finita e continua ® (x) che soddisfa la (6) la quale 
sarà data da 


po) = FR - T, Vose, y) da 
in cui 
#4 Lae, X) 
Peo) 
Bisi fS4@, Si È, y) dt. 
E A 


Applicando dunque le (5°), (7), otterremo 


p6) = self. e) Guai, ro; Sept $ S: (y 2) dy 


Tg (2) 
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ovvero, mediante il principio di DIRICHLET, 


sen An AT 


dx 
ng MEN 


S; 
alia sad 


e finalmente, a cagione della convergenza in egual grado della serie, 


ng e2. 


(9) e = ma | þol Sa -$f R dyl dz. 


6. Bisognerà ora provare che questa funzione verifica lequazione data (1). 

A tal fine basterà dimostrare inversamente a quanto si è fatto nel $ 3 
che, se la funzione finita e continua ® (2) soddisfa la (6), essa verificherà la (1). 

Infatti osserviamo che se è verificata la (6), ossia la (3), derivando rap- 
porto a z ambo i membri avremo (tenendo presente la (7) 


ia G (x,y) 
vae Sirs E áf af Ligy di 


e moltiplicando ambo i membri per dz|(v— 2)} in cui a+ A>v>a e 
integrando fra æ e v, si otterrà 


dz G(£,7) ; 
10 = d d 
(10) Jr “sl Ci re “ipa lab at de i fe) “Jenna 


"A e A A 
ah il PR 
aN st Je Del ya 


Ora per il principio di DIRICHLET 


ti a oz e ra 9) ‘| e AREEN E 


= 5z Vo o; 
30) PO CE A GUIDI 
a rére i lese enon 


G (4,7) 
fpo dr (v —z2)* iP Mya) H 


UST, Ge Do dz j: ern. 
= |q (£) dx ua. at sjoe fa sa: 
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Quindi la (10) diventerà 


arl -/}=£ 


dv 


fara PERN 


sen n a) 


Lugn feat oib 
E: ana i a de 


e per la (2) 
fo — f= fe wH (xv) dx 
come volevasi dimostrare. 


7. Avremo dunque il teorema seguente: 
Se si ha la equazione funzionale 


(A) Fo — so = IÈ GALE da a<) 


a 


in cui f (y) e f (y) si mantengono finite e continue per y compreso fraa e 
a+(A>o0); e G(x,y) e èG/èey= G, (x , y) sono pure finite e continue per 
„tutti i valori di x} y compresi entro i limiti a e «+ A mentre è maggiore 
di zero il limite inferiore dei valori assoluti di g (y) =G (y , y) per y compreso 
nello stesso intervallo, esisterà una ed una sola funzione finita e continua ® che 
soddisfa l'equazione funzionale per y compreso fra a e a + A, la quale sarà 
data da 


2 
(B) ọ (2) = SIT o) f ro, T: (x, 2) dx 
in cui 
pas sn An r-% de 
son= S foo ae 


dia (a 3 2) = SIT 


(z — x) 


(C) 


ERO i IO E 


Infatti dalla (9) segue 


T;(x, seagi T dya fso. 2 Te (2 , Y) dy, 
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quindi 
ITEA A l T (ae) dy (Si; (Wa Br (E) E 


x 


= [S č, 2 dE |T. (x, Y) Si—j—: (Y , É) dy 
i 5 | 


e per conseguenza 
Ti (x , 2) =|JS;: (E , 2) Sini (a ’ 13) dé, 
onde facendo j = I 


VEE fs. (E, 2) Ti: e EdE. 


8. Possiamo facilmente vedere in quale relazione sta questo risultato 
con la nota formula di ABEL. 

Questa formula risolve il caso in cui si supponga costante ed eguale 
ad 1 la funzione G (x, y). Allora le T;(: > o) della (B) divengono zero e 
la quantità sotto il segno d’integrazione si riduce al suo primo termine. 
Dunque la formula data da ABEL corrisponde al primo termine dello sviluppo 
col quale abbiamo dato la soluzione del problema nel caso generale. 


o. Esaminiamo il caso particolare in cui sia G (x,y) = F (y= x), 
e F (o) = 1. Avremo allora ; 


z—y 

sen AT fqv =A dk sen Àr È u \b-A 

Ro dna DI Pa oi MO) Peer a, 
: 2 o 


onde, posto 


si ON sma fp (1) (- a) du. 
sarà 
So, 2)=s(E—- y). 
Si ponga 
fi) = 
ti(v= fis (v — u) t;— (u) du; 
avremo 


Tia) = (> I)h (= 2). 
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Infatti per 7= 0 questa formula è vera. Supponiamola vera per 2, 
allora 


LVII n-enfae-paemnazen pae 


ax 


=(— nt fs, (2z — x — u) t; (u) du = (— I) + tif: (2 — x). 


o 


Si ponga 
Q (w) = D, (— i t (w); 


ne seguirà 


DAN ST 


e per conseguenza: 
La formula di inversione della relazione funzionale 


{DS 0) = far SE o dp 


p (e) = SE [F (€) Q (2 4) da 


in cui 


so) = Da = (1) (— cora 3 du 


HW) = 


(= 50 (vu — 1) ti; (u) du 


00 


Q (v) = È, (=F Ao. 


\ 


Questo risultato è evidentemente più generale di quello di SONINE ©, 
giacché lo si ottiene senza ricorrere allo sviluppo di F in serie del TAYLOR. 


(1) «Acta Mathematica », T. 4, page 171. 
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